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INLEIDING
In een artikel van FI. De Vylder [1] wordt de recente ontwikkeling van
de credibiliteitstheoriegegeven. De idee waaropdezetheoriestoeltkan
als volgt verklaard worden. Onderstel dat we een portfolio van auto-
mobielverzekeringen bekijken, die op eenbepaalde manier kan onder-
verdeeld worden in een aantal klassen.
Zij X de stochastische variabie die bijvoorbeeld de gemiddelde
schade per periode in de portfolio voorstelt en Y de stochastische
variabie die de gemiddelde schade per periode in één bepaalde klasse
voorstelt, dan is hetprobleemhoe men doormiddel van waarnemingen
vanX(xI, S2 ... St) en Y0'I, Y2, ...Yt) een zuivere premie kan bepalen
voor de beschouwde klasse rekening houdend met de vastgestelde
schadeervaringen in die klasse en in de ganse portfolio.
Men kan het gemiddelde van de klassen beschouwen
mk = 0'1 + Y2 + ... + Yt)/t
en dat van de ganse portfolio :
mp = (xl + X2 + ... + Xt)/t
Een strategie die kan gevolgd worden is per kontrakt een premie mk
aanrekenen voorde risico's binnen de beschouwde klasse. Als alterna-
tieve strategie zou men ook perkontrakt eenpremie mp kunnen aanre-
kenen.
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211Als de beschouwde klasse enkel relatief goede risico's bevat in
vergelijking met de risico's van de portfolio dan zullen bij het aanreke-
nen van een premie mp deze kontrakten relatief teveel betalen en
systematisch bijbetalen voor de slechte risico's. Daartegenover staat
het feit dat als het verleden uitmaakt dat de beschouwde klasse een
«goede» klasse is dit geenszins perfecte aaduidingen geeft voor het
goed blijven van de beschouwde klasse.in de toekomst. Aanrekenen
van eenpremiemk is dus evenmin aanvaardbaar. Dit leidt ons tot de in
actuariële middens welgekende credibiliteitsformule.
m == zmk + (1-z)mp met 0 < z < 1
Dit geeft het ontstaan aan de zogenaamde credibiliteitstheorie, die een
aanzienlijk pakket uitmaakt van het onderzoeksdomein van de mo-
derne actuaris. Voor recente ontwikkelingen wordt verwezen naar
referentie [2]. Voor verdere literatuurverwijzing zie referentie [3]. Het
is de bedoeling van de huidige bijdrage om aan de hand van twee
praktische voorbeelden aan te tonen dat een James-Stein estimator
perfectkan aangewend wordenom hetdoel vande credibiliteitstheorie
te verwezenlijken endit vooreenreële portfolio, waarin verzekerings-
kontrakten betreffende diverse risico's worden opgenomen.
Het reële risico van al de verzekeringstakken samen is immers een
belangrijker maatstaf dan het risico per tak. James-Stein estimatoren
houdenjuistrekening methetglobale risico zoals zalblijkenuithetgeen
volgt. De voorbeelden en behandeling van deze theorie zullen meer
duidelijkheid brengen in deze beweringen. 1
I. MEERVOUDIGE RISICO's.
A. Een verzekeringsonderneming ziet zich steeds geplaatst voor het
probleem : bepaal de premie die gevraagd dient te worden om een
gegeven risico te kunnen dekken. Als abstraktie gemaakt wordt van de
opslagen dan wordt de risicopremie bepaald.
Onderstel dat een onderneming n risico's van verschillende aard
(brand, diefstal, hagel, enz.) die onafhankelijk zijn, wil dekken, dan
dient zij hiervooreen risicopremie vastte stellen voorelk afzonderlijk.
Deze risicopremie kan zij echter maar schatten en zij wenst deze
schatting zo «goed mogelijk» uit te voeren. Daarvoor moet zij dus
beschikken over een steekproef van resultaten uit het verleden.
Om de risicopremie voorheti-de risico te bepalen zalzij dus gebruik
maken van een steekproefbetreffende dit risico en dit zal zij voor elk
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andere risico's. Zij kan ook echter bij de bepaling van de i-de risico-
premie rekening houden met een steekproef van resultaten van de
andere risico's. Bepaalt zij nu op deze twee manieren de gezamenlijke
premie dan zal, onder zekere voorwaarden, de tweede werkwijze een
kleinere afwijkingvande geschattewaarden(voordepremies)t.o.v. de
juiste waarden opleveren dan de eerste methode. Voor andere resul-
taten in dit verband wordt verwezen naar [5] dat een bevattelijk over-
zicht geeft van de resultaten in dit domein.
B. Om de begrippen die gesuggereerd werden beter te omschrijven
zullen we een wiskundig model opstellen van dit probleem en aan de
hand daarvan de gevolgen nagaan. Het model dat we behandelen zal
iets algemener zijn dan strikt noodzakelijk. De bedoeling is echter de
verwantschap aante tonen vande James-Steinestimatormetde Bayes
estimator. Daaromzalhetprincipe vande Bayes estimatorbeschreven
worden. De beschrijving van het model luidt als volgt.
De onderneming wenst risico's te dekken die van verschillende aard
zijn en in elke referentie periode zullen de schadebedragenX t, ..., Xn
uitgekeerd worden. De grootheden zijn toevallige veranderlijken die
een zekere verdeling volgen. De premie wordt bepaald door een
operator te laten werken op deze verdelingsfuncties. Om de risico-
premies te bepalen dient men dus voorelke verdeling haargemiddelde
tezoeken. DezegemiddeldenPt, ...,Pn stellendande premieincasso's
voor die nodigzijn omeen evenwichtte bekomentussen de inkomsten
van de maatschappij enhaarverwachteuitgaven. DezegetallenPt, ...,
Pn zijn nietgekend, wel kunnen deze geschat worden aan de hand van
resultaten uit voorbije referentieperioden.
Detoevallige veranderlijkeXi is eenstochastische som van onafban-
kelijke en gelijkverdeelde schadebedragen Yi,k :
Xi = Yi,1 + ... + Yi,Ni
Onderstellen we verder datNi Poisson verdeeld is, dan volgtXi bena-
derend een normale verdeling metgemiddeldeE(Ni)E(Yi) en variantie
E(Ni) a2(Yi) + a2(Ni) E(Yi)2.
Deze laatste onderstelling is niet noodzakelijk om een James-Stein
estimator te bepalen, het is alleen een verrechtvaardiging om deze
estimator in de actuariële risicotheorie aan te wenden aangezien het
213hiervoor beschreven model het klassieke ingrediënt van de risicotheo-
rie is.
Om het model wiskundig hanteerbaar te maken zullen we nog vol-
gende onderstelling maken :
(1) De stochastische variabelen Xi zijn normaal verdeeld met gemid-
deld Mi en variantie D
(2) De grootheden Mi zijn onbekend en kunnen opgevat worden als
resultaten uit een normale verdeling met gemiddelde ~ en variantie
A, die bekende grootheden zijn.
Stellen we nog mi = Mi - ~ dan zijn de mi genomen uit een N(O,A)
verdeling.
Alvorens hetprobleemverderteonderzoekenpasthetomevenstilte
staan bij deze onderstellingen. Wat voorwaarde (2) betreft, deze is niet
noodzakelijk om eenJames-Steinestimatortebepalen. Inderdaadkun-
nen we volstaan metgemiddeldenMi die vastzijn. Nuis het verderook
zo datde voorwaarde (2) moeilijk kangeverifieerd wordenaande hand
van meetresultaten alleen. Het besluit dat deze geldig is in de prak-
tische voorbeelden zal dan ook genomen worden op basis van andere
overwegingen dan alleen kwantitatieve resultaten. Zij wordt hier on-
dersteld omdat het ook de bedoeling is de Bayes estimatorin de verge-
lijking te betrekken.
Het probleem is nu Mi te schatten uitgaande van een steekproef van
Xi:
Xi, .. }, ..., Xi,k·
k
Het gemiddelde Xi = t.~ I Xij is dan een voldoende statistiek en
volgt een normale verdelid g met gemiddelde Mi en variantie DIn. We
zullen dus onderstellen dat de toevalige variabelenXi reeds het gemid-
delde zijn van de onafhankelijke observaties en dat Mi en D de para-
meters zijn van de verdeling vanXi. Erzal dus gehandeld wordenalsof
we overéénobservatiebeschikkenvoorelke veranderlijkeXi, inplaats
van k. Als mi geschat wordt door Öi dan gaan we uit van een kwadrati-
sche verliesfunctie (die in de credibiliteitstheorie overwegend wordt
toegepast [9] :
L(mi, Öi) = (Öi - mi)2
De risicofunctie is dan het gemiddeld verlies als de werkelijke waarde
mi is :
214waarbij Emi de verwachtingswaarde is met betrekking tot de voor-
waardelijke verdeling vanXi gegevenm(m1, ... mn), waarbij we toela-
ten datXi afhangt van deze m. Analoge regels gelden voor de schatting




De verdelingvanmigegevenXi, is normaalverdeeld metgemiddelde
(I-B) (Xi-~) en variantie D(l-B).
Als de grootheid B onbekend is kan getracht worden deze te schatten,
nl.
n
S =.L (Xi - ~)2
[=1
is een voldoende statistiek voor B met verdeling I/B . Xb.
De Bayesschatter voor mi is dan (I-B) (Xi-~) waaruit volgt dat de
Bayesschatter voor
Mi = ~ + (I-B) (Xi-~)
en het Bayesrisico, dat een maat is voor de afwijking van de echte
waarde, wordt gegeven door l-B.
De meestaanzienlijke schattervoormi wordtgegevendoorXi-~die we
zullen voorstellen door Öi en deze heeft een risiko gelijk aan D.
Wanneerde verliesfunktie nude somis vanafzonderlijke kwadratische
n
verliezen, d.w.z. L = L (Öi - mi)e, dan werd aangetoond door James
i: 1
en Stein [7, 8], dat voor n ~ 3 de estimator
Öi = [1 - (n-2)D ] (Xi - !L)
S
uniform beteris dan de meestaanzienlijke schatter(zie ookreferenties
4-7).
Een schatter van deze gedaante waarbij de resultaten van de andere
klassenoptredenin hetschattenvaneenparameteruitéénklasse (langs
S om) heet een James-Stein estimator.
James en Stein toonden aan dat het risiko van dez~ schatter strikt
kleiner is dan nD, wat het gezamenlijke verlies is van de meest aan-






Em (-s-) met Ö= (Ö1, Ö2, ..., ön)·
Hetgeen het meestopvaltbij deze laatste methode is datomde waarde
mi te schatten, men een schatterbekomtdie nietalleen vanXi atbangt,
maar ook van de observaties Xj (j=f=i).
C. Deverzekeringsonderneminginkwestiezoudusbij hetbepalenvan
het i-de premie-incasso rekening houden met de observaties van de
andere risico's. Werktzij meteenkwadratische verliesfunktie dangaat
haar «verlies in estimeren»kleiner zijn dan wanneer zij dit voor elk
risico afzonderlijk zou doen.
Eenzelfde redenering zou opgaan als de maatschappij alleen haar
verlies
waarbij Y+ = Y als Y >0
o als y < 0
zo kleinmogelijkzou maken. DegrootheidMi die hetgemiddelde is van
de toevallige veranderlijke is het totaal premie incasso nodig om een
a;Ç1uarieel evenwicht te bekomen, zodat Pi = Mi.
i';Afgetlen vanjuridischeofboekhoudkundige bezwaren zou eenpre-
mieberekeningsprincipe dat voor elk risico rekening houdt met ob-
servaties·-van de andere risico's een kleiner verwacht totaal verlies
opleveren. De afzonderlijke verliezen per tak zouden wel groter kun-
nenzijn. Indit verbandwordtverwezennaarde waarschuwingdie staat
in [4].
ii. credibiliteit.
A. Onderstel dat een maatschappij een portefeuille beheert die kan
opgevatwordenals eensamenstellingvanhomogenerisicoklassen. Die
risicoklassen zijn niets anders dan deelverzamelingen die gekarakteri-
seerd worden door eenzelfde risicoparameter. In de meeste modellen
die men beschouwt wordt de gemiddelde schade ~(8) dan bekend
ondersteld zodra men de risicoparameters kent ; deze is echter een
toevallige veranderlijke 8, die men alleen kan estimeren. Daarnaast
kan ook nog de gemiddelde schade in de ganse portefeuille bekeken
\Vorden: ofwel onderstelt men dat deze bekend is m, ofwel dat deze
kan geschat worden uit t referentieperiode: m.
Om nu de gemiddelde schade in de klasse metrisicoparameters <3 te
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gemaakt van volgende uitdrukking [9] :
hetzij
~(8) = zm8 + (l-z)m
hetzij
~(8) = zm8 + (l-z)m
naargelang men het portefeuillegemiddelde kent of moet schatten. In
deze uitdrukkingen ism 8 :een schattingvoorde gemiddelde schadein
de risicoklasse 8 gebaseerd op schadegevallen uit de voorbije referen-
tie periodes. De koëfficiëntz bij m8 heet dan de credibiliteitsindeks of
de credibiliteit bij de geobserveerde klasse.
Deze indices worden bepaald door de afwijking van ~(8) zo klein
mogelijk te maken vooreengegeven verliesfunktie. Eenvoorbeeld van
verliesfunktie kan de kwadratische funktie :
L(~(8), ,1(8)) = (~(8) - ,1(8))2
zijn, zodat de variantie op ,1(8) minimaal moet zijn; uit deze voor-
waarde bepaalt men dan z.
B. Keren we terug tot de James-Stein estimator. Een maatschappij
bezit een portefeuille bestaande uit homogene deelklassen en voor elk
van deze deelklassen dient zij een risicopremie vast te stellen. Onder-
stel datX 1, ...,Xn de schadebedragenzijngedurende eenreferentiepe-
riode in de klassen resp. 1, ..., n. Onderstel dat de maatschappij
beschiktovereen steekproefdie zich uitstrektovert periodesendatde
deelklassen ruim genoeg zijn om de normale verdeling voor de toeval-
lige veranderlijken Xi te·mogen onderstellen.
Als ~1, ..., ~n. de echte gemiddelden zijn in de klassen 1, ..., n dan






We zullen nog onderstellen dat ~1, ..., ~n genomen zijn uit een
normale verdeling (N(~,A). Deze onderstelling is niet noodzakelijken




stellen van de observaties uit de i-de klasse voor t periodes en onder-
stellen dat de variantie van Xi gelijk is aan Di,wat een bekende groot-
heid is.
J n
Stellen we nog X = n . L Xi het gemiddelde van de n klassen
1 = 1
dient om het verband te leggen met de Bayès estimator, zoals behan-
deld in de vorige paragraaf. De reden dat we opnieuw deze onderstel-
ling makenis datwebeideproblemennaastelkaarwillenplaatsenzodat
duidelijk blijkt dat de wiskundige behandeling in beide gevallen de-
zelfde is.
I Verderzullen we doorXi = t
(m.a.w. X = m)
Naar analogie met het eerste probleem volgt nu dat Xi-~ N (0, DÛ
verdeling volgt en stellen we
n n
81= ~ (Xi-~)eenS= L (Xi-X)2
i : l i : I
Inditgevalwordtdus hetportefeuillegemiddeldegekendverondersteld
en wordt de James-Stein estimator voor ~i :
A._ (n~2)Di '. .
~l - ~+ (I - ----) (Xl -~)
SI
Çt=
Deze estimator heeft zoals werd aangetoond door James en Stein [5]
een uniform beter verlies dan wanneer Xi zou genomen worden.




waaruit dus blijkt dat de «credibiliteits»-gedaante terug gevonden
wordt voor de James-Stein estimator.
In het geval dat ~. niet gekend is en dient geschat te worden door X
wordt als James-Stein schatter gevonden [4] :






X + (1- (n-3)Di) Xi
S
Dezelfde opmerking als in vorig geval is hier geldig.
218Vermelden we ook nog dat in die gevallen waar
(n-2)Di





negatief is een «betere» estimator gevonden wordt als we deze faktor
vervangen door O.
Tenslotte zij nog vermeld dat in het artikel van Efron en Moris [5]
bewezen wordt dat, zodra n ~ 3, de James-Stein estimator «beter» is
dan de Bayes estimator voor J.ti.
Zonder verder in te gaan in wiskundige technieken, zij nog vermeld
datde Bayesestimatorvoor J.ti in hetvorige modelgegevenwordtdoor
Di




M.a.w. hier wordt de credibiliteit teruggevonden zoals die voldoende
bekend is aan actuarissen. [vergelijk hiervoor de uitdrukking voorb op
blz. 101 in ref. [9] met deze voor öi in ref.[S] op blz. 120.]
Ten slotte weze nog opgemerkt dat men zich niet hoeft te beperken
tot het geval van normale verdelingen. Mits eenvoudige aanpassingen
kunnen resultaten bekomenworden voordiverse combinaties van ver-
delingen.
Praktisch voorbeeld.
Onderstel dat een verzekeraar zich gaat toeleggen om de volgende
risico's te dekken voor kleine en middelgrote bedrijven: brand (A),
ontploffing (B), stormschade (C), natuurevenementen met uitsluiting
van hagel en vorst (D), hagel en vorst schade (E), alle andere schaden
(F).
De premie die zal gevraagd worden is evenredig met het verzekerd
kapitaal en de uitkeringen zullen gebeuren volgens de evenredigheids-
regel.
Aan de hand van statistisch materiaal, dat men herleid heeft op een








takken 1965 1966 1967 1968 1969
A 7.97 9.64 7.83 9.82 10.77
B 14.42 10.66 5.11 11.22 14.12
C 6.85 9.61 6.64 9.91 11.46
D 5.39 10.41 10.96 13.42 9.19
E 10.27 . 5.23 10.77 13.40 13.05
F 8.12 9.56 8.01 9.71 10.53
1970 1971 1972 1973 1974
A 10.64 6.60 9.24 7.95 9.99
B 13.74 1.31 9.41 16.47 11.71
C 11.26 4.61 8.94 6.83 10.17
D 5.34 11.45 5.53 7.04 14.09
E 9.13 5.56 11.21 5.72 7.13
F 10.42 6.95 9.21 8.11 9.85
Deze gegevens werden bekomen door die polissen te nemen die gedu-
rende deze tienjarige perIode konden geobserveerd worden. De totale
verzekerde kapitalen bedroegen voor elk van de takken 5000 miljoen
aan de basis indeks.
De gemiddelde jaarlijkse schade die op deze manier wordt bekomen







Dit geeft dan de koëfficiënt aan waaruit de risikopremie zou bestaan
voor 5000 F verzekerd kapitaal per tak indien we het gemiddelde als
schatter nemen.
Omde James-Steinestimatortebepalendientnogeenschattinggekend
te zijn van de varianties van de onderscheiden branches. Hiervoor








en voorS ==! (Xi ,1)2 vinden we 2.9 daar Ct == 9.33
i : I
220Als James-Stein estimator zullen we hier de estimator nemen van de
gedaante:
l1i = X + (1 - (n-3)Di + (Xi - X)
S
Aangezien het aantal variabelen zeerklein is, is dit hier ook aangewe-
zen.
Als estimator voor tak A vinden we nu :
A (6-3) x 0.29
~A == 2.90






Vergelijken we beide estimators dan vinden we respectievelijk de ge-













Als v.;e nu eentipje van de sluieroplichten enverklaren hoe we deze
getallen uit de steekproef bekomen werden, dan kunnen we beide
estimators naar waarde schatten.
a) De gemiddelden voor de takken A t/m F werden genomen uit een













Deze getallen werden gegenereerd op een zakrekenmachine.
221Tenslotte werden de getallen uit de steekproef op dezelfde manier
gegenereerd uit de volgende verdelingen :
resp. N(9.49; 1.96), N(10.19 ; 18.49), N(9.36 ; 5.29)
N(9.96 ; 17.64), N( 9.84 ; 15.21), N(9.43 ; 1.2)
Als de som der kwadratische afwijkingen van de gemiddelden vinden
we nu : 2.2136 en voordie derJames-Stein schatters: 1.9095, hetgeen
reeds het voordeel aantoont van de James-Stein schatter. Dit zijn de
afwijkingen t.O.V. de exakte waarden.
Ter illustratie kunnen we ook even de Bayes estimaties bekijken.
Daarvoor onderstellen we een a priori verdeling die N(10 ; 0.25) is,
terwijl voor de Di-waarden de schattingen genomen worden.








Tenslotte kunnen we deze resultaten nog vergelijken met diegene die











Als som van de kwadratische afwijkingen vinden we nu respektieve-
lijk: 0.0276 en 1.5986.
Hieruit kunnen we besluiten dat hoewel de James-Stein estimaties
gemiddeld beter zijn dan de meeste andere schatters, dit niet steeds zo
is in eenbijzondergeval. Ditdoetevenwelnietsafaande waardevande
222James-Stein schatters; erdient namelijk rekening mee gehouden wor-
den met hetfeit dat de Bayes estimatie gebruik maakt van informatie a
priori.
Als besluit kunnen we formuleren dat in geval een kontrakt wordt
afgesloten waarin de zes risiko's gedekt worden, de maatschappij een
premie ontvangst zal vertonen die in haar totaliteit minder afwijkingen
zal vertonen zo zij gebruik maakt van de James-Stein estimaties dan
van de voor de hand liggende rekenkundige gemiddelden.
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SUMMARY
Although it is not our intention to demystificate the James-Stein Estimation nor to give
full proofs concerning the link that exists between this estimation and the Bayes estima-
tion we will give some examples of the most representative applications to actuarial
sciences. TheJames-Stein estimationcan be applied as ajustificationfor the well-known
credibility formulae from which we derive the rule for a premium calculation.
An example is given where we are showing the power of the James-Stein estimation
relative to the standard estimation ofthe mean and the Bayes estimation.
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